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創価大学教職大学院・教育学部フォーラム
〔日時〕　2014年 9 月27日 (土)　13時～16時
〔場所〕　創価大学大教室棟 S201教室
〔内容〕　記念講演　「小学教师需要教育形态的数学」
　 郜　　舒竹（首都師範大学 初等教育学院）
基調講演報告
■概要　「小学校教師の数学教育に必要な“教育形態”」
　これまでの長い間，数学の知識を学ばせ，計算などの方法を道具として使えるよう
にすることが，数学教育であると考えられてきた。教えるということは，教師が正し
いと思っている知識や答えを，教え込んだりそれをはっきりと示すことであった。こ
の事を達成するために教師は，どのように分かりやすく説明できるか，どのように話
すことができるかということを追及してきた。これによって学生の学びは，教師の話
をそのまま聞き，教師が示してくれるものを，そのまま真似，そのまま暗記し，その
まま繰り返し練習をすることになってしまった。学生の学びとは，教師が示してくれ
る答をより速く見つけることになってしまった。そのため学生は，自らの内に知識が
発生したり思考が発展したりする過程の中でしか得られない，自分らしさの発露や自
由，自主的な思考や他者との交流といった体験を，手に入れることが出来なくなって
しまったのである。数学教育が本来もっている，「育人」( 人を育てる ) という教育的
機能が侵害されてしまっている。このような数学教育の状況を打破しなければならな
い。その為の最も重要な要は，数学の教育課程の教育形態の改革である。そして小学
校教師の養成課程における数学教育を確かなものにすることが，この改革の土台とな
る。小学校の数学教育における切実な問題に立ち向かうためには，少なくとも以下の
八つの側面が含まれるものとして，数学教育の教育形態を見直さなければならない。
その側面とは，論理性，解釈性，多様性，歴史性，文化性，相互関連性，思想性，教
育性である。
キーワード：小学校教師，数学教育，教育形態
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小学教师需要教育形态的数学 
郜舒竹 
（首都师范大学 初等教育学院，北京 100048） 
［摘要］长期以来数学教学的传统，是把数学知识和方法视为数学家制作完成，留待后
人学习并使用的工具。教师的教法是“告知”和“示范”，追求自身的“讲解清晰”，把“讲”
等同于“教”。学生的学法成为了单一的倾听、模仿、记忆与练习，追求的学习效果是“又
对又快”。缺失了体验知识发生与发展的思考过程、缺失了自然、自由、自主的思考与交流。
进而使得数学教学的“育人”功能打了折扣。为了改变这样的现状，首要问题是开发出具有
教育形态的数学课程内容，这样的内容应当成为支撑小学教师数学教育的学科基础。针对小
学数学教育的现实问题，这种教育形态的数学至少应当具有逻辑性、解释性、多样性、历史
性、人文性、联系性、思想性、教育性八个方面的特征。 
［关键词］小学教师；数学教学；教育形态 
长期以来数学教学的传统，是把数学知识和方法视为数学家制作完成，留待后人学习并
使用的工具。对于“工具”的使用追求的是规范和熟练。为了让学生能够快捷地掌握“工具”
的使用，课程内容力图做到“程序化（Procedural）”。这种程序化一方面表现为概念、判断
和推理方面的严谨性，另一方面注重数学课程内部知识之间的关联性。因此造成的结果是，
缺少了知识发生与发展的“过程性”，可以这样还可能那样的“多样性”，以及在人类活动中
与自然科学、社会科学以及人文学科之间的“联系性”。 
依据这种程序化的课程内容，教师的教法是“告知”和“示范”，追求自身的“讲解清
晰”，把“讲”等同于“教”。失去了知其然还要知其所以然的“启发性”、教无定法的“多
元性”以及因材施教的“针对性”。在此基础上，学生的学法成为了单一的倾听、模仿、记
忆与练习，追求的学习效果是“又对又快”。缺失了体验知识发生与发展的思考过程、缺失
了自然、自由、自主的思考与交流。进而使得数学教学的“育人”功能打了折扣。 
以上问题不仅出现于基础教育中的数学教育中，也同样表现在教师教育的课程与教学
中。小学教师教育的数学课程多是借用数学专业的学科基础课程，伴之以学科教学法以及教
育学、心理学的课程，以学术的面孔和拼盘的形式出现在课程方案中，这样的课程难以适应
基础教育对小学教师素质的需要。为了改变这样的现状，首要问题是开发出具有教育形态的
数学课程内容，这样的内容应当成为支撑小学教师数学教育的学科基础。针对小学数学教育
的现实问题，这种教育形态的数学至少应当具有逻辑性、解释性、多样性、人文性、历史性、
联系性、思想性和教育性等方面的特征。 
一、逻辑性 
数学教育的一个目的是养成学生的逻辑思维能力，这种能力应当是在数学的学习过程中
逐步形成的。这就要求教科书以及教师在数学内容的表述中具有逻辑性。在一份五年级单元
测验试卷上发现这样一道判断题：“长方体的六个面都是长方形”。翻看标准答案发现豁然是
一个“错”字。与几位熟识的小学数学教师谈起此事，得到如下几种解释： 
 这道题所考察的知识点是“长方体的六个面中允许相对的两个面是正方形”，如果学生
答“对”，说明他没有认识到这一点，所以本题应该答“错”。 
 正方形是特殊的长方形，但不是真的长方形，如果答“对”，不就没有包括正方形的情
况了吗？所以本题应该答“错”。 
 “正方形是特殊的长方形”这句话在平面图形中是对的，但在立体图形中是不对的。所
以本题应该答“错”。 
这些模棱两可、似是而非的解释令人困惑，如果学生听了这样的讲解，岂不是越听越糊
涂。按照逻辑学所说，概念之间的关系大致来说有两种，一种是相容关系，另一种是相斥关
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系。如果两个概念所包括的对象（外延）有共同的部分，那么这两个概念之间的关系就是相
容关系。如果两个概念所包括的对象（外延）没有共同的部分，这两个概念之间的关系就是
相斥关系。 
比如“质数”和“偶数”这两个概念，由于 2既是质数又是偶数，这两个概念所指的对
象有公共部分，所以“质数”和“偶数”这两个概念符合相容关系。再如“奇数”和“偶数”
这两个概念，由于奇数中没有偶数，偶数中也没有奇数，所以这两个概念属于相斥关系。 
相容关系中有一种特殊的情况，如果甲概念具有乙概念的全部属性，就意味着甲概念所
包括的全部对象（外延）包含在乙概念所指对象（外延）中，这时称这两个概念之间的关系
为属种关系，其中甲概念就是相对于乙概念的种概念(Species)，乙概念就是相对于甲概念
的属概念(Genus)。
①
 
按照这样的理解来分析长方形和正方形这两个概念之间的关系。首先将长方形所具有的
属性列举出来： 
 是四边形； 
 对边互相平行且长度相等； 
 四个角都是直角； 
 两条对角线长度相等且互相平分； 
 面积等于相邻两边长度的乘积。 
不难发现诸如此类的所有属性正方形都是具备的，就是说长方形所包含的对象（外延）
中应该含有正方形，所以长方形是相对于正方形的属概念，正方形是相对于长方形的种概念。
正是由于正方形具备了长方形的所有属性，所以说“正方形是长方形”这个命题就是正确的。 
翻阅一下小学数学课本，发现其中对此问题的叙述也有欠妥之处，这也许是出现误解的
原因之一。在《九年义务教育六年制小学试用课本》第十册第 5页上，对长方体的面的特征
是这样叙述的： 
“长方体有 6个面，一般
．．
都是长方形（也可能
．．．
有相对的两个面是正方形）”。 
其中“一般”和“也可能”的用词搭配，给人一种感觉，就是这里的长方形指的是长和
宽不相等的那一类长方形，无意之中偷换了概念，把叙述中的“长方形”和“正方形”之间
的关系变成了相斥关系，完全违背了两个概念之间的属种（相容）关系。如果把这句话换成
下面的叙述也许会好一些： 
“长方体有 6个面，每个面
．．．
都是长方形（包括
．．
两个相对的面是正方形的情况）”。 
应当承认，数学中概念的定义与命名具有人为的规定性。规定的目的在于保证其含义的
确定性，也就是人们对研究对象的理解上不能出现歧义，这样才能保证判断与推理的一致性。
如果对同一个概念出现了不同的理解，就会导致“是非不分”的现象。既然在学习长方体之
前已经规定了“正方形是特殊的长方形”，就意味着明确了长方形的外延是包括正方形的。
所谓概念的确定性就是，这样的含义在任何时候以及对任何人都不能再变化了。 
数学知识体系基本上是由概念、判断和推理构成的。概念教学首要的任务就是保证概念
理解上的确定性，实现这一目的可以有两个途径，第一是揭示每一个概念的内涵和外延，第
二是让学生了解概念之间的关系。这对逻辑思维正在形成过程中的小学生来说尤为重要。这
就要求课程与教学中不可模棱两可、似是而非，更不能自相矛盾。 
                                                             
① 注释：关于如何翻译“Species”和“Genus”这两个词汇，曾经有过不同意见。古希腊时期人们运用类比
（Analogy）研究事物分类时，通常是通过提取个别的、特殊的 Species 的属性进行对比，把相同属性保留
下来，就形成了一类“Species”，把这样的类叫做“Genus”。按照这样的思路，把“Species”翻译成“种”，
把“Genus”翻译成“属”是合理的。在数学中，概念的形成往往是反过来的，比如是先定义“长方形”，
而后定义“正方形”，也就是说正方形是在长方形的基础上增加了属性后得到的。所以长方形相对于正方
形具有“种”的特征，而正方形相对于长方形具有属的特征。因此“Species”和“Genus”的翻译就应当反
过来。本文采用的是第一种翻译，也就是把属理解为是包含种的大类。 
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二、解释性 
数学中有一些知识是对客观规律的描述。比如，“平面上三角形的三个内角和等于 180
度”。这类知识的特点是具有较强的客观性，不依人的意志为转移。还有一类主观性较强的
知识，是长期以来由于某种原因而人为规定或者约定俗成的。这类主观性较强的知识的背后
往往蕴含着深刻的道理，当学生学习此类知识的时候，自然的疑惑是“为什么呢？”，此时
教师通常的回答是“这是规定”。事实上，这样的回答并没有给出问题的答案，因为学生想
知道的是“规定的道理”，而这些道理恰恰是课程内容和教师知识结构中缺失的内容。 
比如在“质数与合数”的教学中，经常有学生出现这样的疑问，就是“为什么不能把‘1’
归为质数？”通常的解释是利用质数的定义。定义质数一般有两种方式，第一种是“除了1
和它本身没有其他因数的数是质数”，第二种是“恰有两个因数的数是质数”。无论哪一种方
式其实都很难解释为什么“1”不能是质数。“1”的因数和它本身虽然是相同的，但是也可
以把他们理解为是意义不同的两个数，一个是“因数”的意义，另一个是“本身”的意义。
这样的话，“1”也是符合质数定义的。由此看来，“1”不能成为质数还应当有其他原因。 
质数与合数的概念可以说是历史悠久。古代希腊人有一种认识世界的“原子论”观点，
认为所有事物都被一些最微小的、不能再小的东西制约着。所以，认识世界的一个办法就是
“分”，分到不能再分，这时就会找到这些最微小的东西，掌握了这些最微小的东西就意味
着掌握了事物的全部。 
这种观点用于数的认识，就出现了把一个数分解为更小数的乘积的做法。比如，100可
以分为25×4，这时出现的25和4就被认为是导致100出现的原因，所以叫做100的“因数”。
继续分下去，直到不能再分，就变成了5×5×2×2，这时出现的2和5，由于不能再分，就被
认为是制约100的最微小元素，诸如此类的微小元素就被认为是制约全体自然数最本质的原
因，命名为“起始的数（Prime Number）”。清代学者李善兰翻译为“数根”，后来改为“素
数”或“质数”。 
因此可以说，人们最初的想法是把全体自然数分为两类，一类是不能再分的数，叫做“质
数”；另一类是可以再分的数，叫做“合数”。起初人们认为数字“1”也是不能再分的数，
属于质数。为什么后来把数字“1”从质数中提出来，成为既不是质数，也不是合数的数了
呢？ 
随着数论研究的发展，人们发现将任何一个自然数分解为质数乘积的形式是许多推理的
基础，这个分解的过程在小学叫做“分解质因数”。作为推理的基础，就要求这个分解的形
式是唯一确定的。比如，给定自然数 100，将其分解质因数的形式为： 
2 2100 2 5×＝  
对于给定的任何一个自然数 N ，将其分解质因数的形式可以写成如下形式： 
1 2
1 2
nrr r
nN p p p= × ×⋅⋅⋅× ，其中 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 表示质数， ( 1, 2, , )ir i n= ⋅⋅⋅ 表示质因数
( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 的个数。 
这就显示出，将一个自然数N 分解质因数后，其表达式中出现了质数 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 、
相同质数的个数 ( 1, 2, , )ir i n= ⋅⋅⋅ 以及不同质数的个数n。所谓分解质因数的形式是确定的，
就是要求如果自然数N 确定了，那么分解质因数后相应的 ( 1,2, , )ip i n= ⋅⋅⋅ 、
( 1, 2, , )ir i n= ⋅⋅⋅ 和n也要随之确定。 
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如果数字“1”是质数，这种确定性就无法满足，比如自然数 100 还可以分解为如下的
形式： 
2 2 3100 2 5 1× ×＝ ，等等。 
数学家们经过证明发现，如果数字“1”不做为质数，这个确定性的要求就可以满足了。
这就是把数字“1”不能归为质数的根本原因。由于数字“1”也不能满足合数“除了 1 和它
本身外，还有其他因数”的要求，所以“1”就成为了“既不是质数，也不是合数”的数了。 
以上问题的解释都可以归结为数学中函数的确定性思想。张景中院士在“感受小学数学
思想的力量－写给小学数学教师们”一文中指出：“在数学里，数量之间的确定性关系叫做
函数关系。”
①  
函数确定性的意义一方面在于描述自然的规律。比如在描述物体运动时，经常需要研究
“时间”和“速度”的关系。把时间作为自变量，对应的速度作为因变量的函数关系，体现
的是“时间”一旦确定，对应时刻的速度就随之确定。换言之，对同一物体来说，“相同时
刻，不同速度”的现象是不可能出现的。函数确定性的另一个意义在于数学自身逻辑发展的
需要。前面的例子表明，如果没有这种确定性，就会使得最基本的推理形式无法进行。这也
表明了数学中的逻辑是以自然规律为基础的。 
数学教学应当明理，也就是不仅要“知其然”，还要“知其所以然”。当今数学教学倡导
自主、合作、探究、生活。此时应当清醒地认识到，“所以然”的知识往往具有历史性、贯
通性、综合性和人文性，是前人大师长期以来的结晶，是学生难以利用生活经验通过自主或
合作的方式探究出来的，是需要教师通过学习和研究并潜移默化地传输给学生的。前提是教
师应当具备这种解释的知识和能力。 
三、多样性 
在一项调查中发现，小学教师对待学生在数学学习中出现的错误往往持消极的态度，具
体表现为愤怒、无奈和指责。对错误的原因通常归结为两个方面，第一个方面为粗心、马虎、
不认真；第二方面是某知识或方法掌握不好。
②
这样消极的态度对提高数学教学水平显然是
有害而无益的。事实上，许多貌似“错误”的学生生成，实质上是知识不同于教科书的表达
方式，反映出知识表达的多样性。 
比如，小学低年级学生在初学解决问题的时候，经常出现一种“加减混用”的现象。比
如下面的问题：湖面上有一些天鹅，飞走了 5 只，还剩 8 只，问湖面上原来有多少只天鹅？
本题的意思是知道了“飞走”和“还剩”这两个部分量，求总量是多少。期望学生用加法“5
＋8＝13”计算，可有学生偏偏列出减法算式解决问题“13－5＝8”。（见图 1）当问及学生
本题答案时，学生往往能够说出正确答案，即湖面上原来有 28 只天鹅。 
 
图 1 学生的解答 
教师普遍的困惑是，当学生这样列式计算时，到底应当判错还是判对呢？关于这一问题
                                                             
① 张景中. 感受小学数学思想的力量－写给小学数学教师们. 人民教育.2007.18. 
② 薛涟霞，郜舒竹. 小学教师对待学生数学错误的态度现状. 数学教育学报. 2009（10）. 
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一直存在不同见解。认为“对”的主要理由是：“这样列式的学生通常都能说出问题的正确
答案，说明学生是明白这道题的数量关系，并且能够正确计算的”；认为“错”的主要理由
是：“学生没有分清题目中的已知和未知，应当把已知数写在等号左侧，把计算结果写在等
号右侧。” 
事实上，一个问题中的“已知数”和“未知数”虽然是不同的，但在思考的过程中往往
需要把二者统一起来。比如在学习“方程”的时候，就是用字母代替未知数，把它看成和已
知数同样的数参与到运算之中。如果利用方程的知识解决这个问题，就是用字母 x表示未知
数，根据题目叙述的自然顺序列出方程：“ x－5＝8”。这实际上与前面案例中学生所列算式
的顺序是一样的。因此从更普遍的意义上说，研究一个问题的着力点应当放在数量关系方面，
这样的数量关系可以有不同的表达方式，无论什么样的表达方式，“已知”和“未知”往往
处于同等地位，放在什么位置上并不是最重要的事情。前面案例中学生列出的算式实际上已
经表达出了问题的数量关系，所以应当认为是正确的。 
至于“已知数应当写在等号左侧，计算结果应当写在等号右侧”，实际上是对等号的一
种误解。为了说明这一点，先来介绍数学中的“等价关系”。所谓等价关系在数学中表达的
是一种很“亲密”的关系。不妨用熟知的“亲兄弟”关系来理解，凡亲兄弟关系一定会符合
下面的条件：如果甲和乙是亲兄弟，那么乙和甲也一定是亲兄弟；另外，如果甲和乙是亲兄
弟，同时乙和丙也是亲兄弟，那么甲和丙也一定是亲兄弟。稍微“疏远”一些的“朋友”关
系就不符合后面的条件。等号在数学中表示与亲兄弟类似的“亲密”关系，用符号可以表示
成下面三个条件： 
 自身性，即：A=A 
 交换性，即：如果 A=B，那么一定有 B=A 
 传递性：即：如果 A=B，B=C，那么一定有 A=C 
在数学中，凡符合这样三个条件的关系就叫做等价关系，“相等关系”自然也是一种等
价关系。其中的交换性表明等号两侧是可以互换位置的，因此所谓的“已知数应当写在等号
左侧，计算结果应当写在等号右侧”的说法是不成立的，至多可以认为是人们约定俗成的一
种习惯。从这个意义上说，也应当承认前面案例中学生的做法是正确的。 
前面案例中学生关于数量关系的表达方式以及与标准算法不同的做法，并没有违背数学
中的规律，而是与教师头脑中所习惯的约定俗成不同。这种不同恰恰说明低龄儿童头脑中较
少有人为规定的条条框框，这或许正是儿童创造性思维的基础，是需要积极保护、鼓励和引
导的。这就要求教师了解数学知识表达方式的多样性，树立不同未必是错误的观念。 
四、人文性 
数学课程内容的人文性指的是把数学知识呈现于人的社会活动中；从教师教的角度说，
是通过布置学习任务使得学生自主或合作地经历这样的活动；
①
从学生学习的角度说，是通
过活动提取、总结并评价相关的知识。这一切的核心是建立数学知识与人和人类活动的关系。 
比如小学五年级课程内容中“因数”与“倍数”的概念。从数学的角度看，当数 a 被数
b 整除时，数 b 叫做数 a 的因数，同时数 a 叫做数 b 的倍数。举例说，因为 60 能被 12 整除，
所以 12 是 60 的因数，同时 60 是 12 的倍数。如果对于因数与倍数的学习仅限于此，只能
说是多知道了一点数学知识，而“多知道一点”或者“少知道一点”对一个人的发展来说并
不是最重要的。重要的应当是体验到因数与倍数这样的数学知识与人的关系。 
数学概念是人发明（Invention）出来的知识，人的任何发明活动一定是依据人的需要而
进行的。学生如果仅仅从定义或实例中知道什么是因数和倍数，并没有体验到人是依据什么
样的需要发明出这个概念。因此依据“变教为学”的文化性，首先应当把这样的概念融入到
人的社会活动中。 
                                                             
① 郜舒竹. “变教为学”说备课. 教学月刊小学版（数学）. 2014（1）. 
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比如在人类历史中，“12”可以说是及其特殊的数。可以随意列举出 12 在人类活动中的
广泛应用，比如： 
 一年划分为 12 个月； 
 中国古时将一个昼夜划分为 12 个时辰； 
 中国传统文化中的 12 地支（子，丑，寅，卯，辰，巳，午，未，申，酉，戌，亥）； 
 与 12 地支相对应的 12 生肖（鼠，牛，虎，兔，龙，蛇，马，羊，猴，鸡，狗，猪）； 
 英国 1971 年之前使用的钱币的换算关系为，1 镑（Pound）等于 12 先令（Shilling）； 
 语言中“一打（英文为 Dozen）”代表 12 个； 
 音乐中的 12 平均律，等等。 
一个自然的问题是，古今中外为什么 12 这个数如此受人青睐？无独有偶，还可以发现
许多 12 的倍数也有着广泛应用，比如： 
 一昼夜分为 24 个小时； 
 中国传统中一年有 24 个节气； 
 一个小时等于 60 分钟； 
 历史名著《西游记》中孙悟空能够 72 变； 
 《水浒传》中有一百单八（108）将； 
 圆周角划分为 360 度，等等。 
其中 24 是 12 的 2 倍，60 是 12 的 5 倍，72 是 12 的 6 倍，108 是 12 的 9 倍，360 是 12
的 30 倍。凡此都说明 12 这个数一定有其特殊之处。 
考查一下能够整除 12 的几个数（不包括 12 本身）的和，也就是 12 的全部真因数之和，
可以发现： 
1＋2＋3＋4＋6＝16 
这个和 16 比 12 本身要大。选择其他数看看，比如能够 8 的全部真因数之和为（1＋2
＋4＝）7，比 8 本身要小。6 的全部真因数之和为（1＋2＋3＝）6，恰好等于 6 本身。 
因此，像 12 这样的数之所以应用广泛，一个可能的原因就在于其自身因数个数多，并
且因数之和相对于自身来说比较大。古希腊时期人们把像 12 这样的数称为“富裕数
（Abundant Number）”。在此基础上，人们还发现“富裕数”的倍数仍然是富裕数，这也就
说明了为什么 12 的倍数也有广泛的应用。比如在 100 以内 60 是因数个数最多的数中最小的
一个，一共有 12 个因数，分别是： 
1，2，3，4，5，6，10，12，15，20，30，60 
因此规定 1 小时等于 60 分钟，就可以使得把 1 小时平均分后所对应的分钟数是整数的
情况最多。 
小时 1 
1
2
 
1
3
 
1
4
 
1
5
 
1
6
 
1
10
 
1
12
 
1
15
 
1
20
 
1
30
 
1
60
 
分钟 60 30 20 15 12 10 6 5 4 3 2 1 
假如按习惯的百进制规定 1 小时等于 100 分钟，那么上面的表格就变成了如下的形式。 
小时 1 
1
2
 
1
4
 
1
5
 
1
10
 
1
20
 
1
25
 
1
50
 
1
100
 
分钟 100 50 25 20 10 5 4 2 1 
对比两种情况就可以发现，规定 1 小时等于 60 分钟的优势就是将 1 小时平分后，所得
到的分钟数是整数的情况在 100 以内是最多的。其原因就在于 60 的因数个数在 100 以内是
最多的。 
在数学的发展历史中，一些数学知识的发生与发展并不是依赖于其实际应用，而是与人
的情感因素密切相关的。在 2000 多年前的古希腊时期，毕达哥拉斯（Pythagoreans）学派
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把像 6 这样，所有真因数之和等于自身的数叫做“完美数（英译为：Perfect Number）”，之
后的尼克玛楚斯（希腊：Nicomachus，约公元 60－120）把像 12 这样的数，也就是所有真
因数之和大于自身的数，叫做“富裕数”，像 8 这样的数，全部真因数之和小于自身的数，
叫做“贫穷数（英译为：Deficient Number）”。①根据这三种数的特点，把“数”与神话中的
“神”做类比。像 6 这样的完美数类比为爱与美的女神维纳斯（英译为：Venus）；像 12 这
样的富裕数类比为百手巨人布里亚柔斯（英译为：Briareus 或 Aegaeon）；像 8 这样的贫穷数
类比为独眼巨人库克洛普斯（英译为：Cyclops）。 
人们还发现，完美数的倍数一定是富裕数，比如完美数 6 的 2 倍 12 是富裕数，6 的 3
倍 18 也是富裕数。另外一个发现是，完美数的真因数一定是贫穷数，比如完美数 6 的真因
数分别是 1、2、3，这三个数都是贫穷数。100 以内另外一个完美数是 28，它的 2 倍是 56，
是一个富裕数。28 的真因数分别为：1、2、4、7、14，这些数都是贫穷数。 
古希腊人把这样的关系与人类社会中的人或事物做类比，如果把“富裕”和“贫穷”都
看作不好的，视为“坏（Evil）”，把“完美”视为“好（Good）”的。把因数与倍数关系视
为“对立（Opposed）”的关系。那么就可以发现，“好”与“好”永远不会对立；“好”与
“坏”必然对立；“坏”与“坏”可能对立。“好”是极少的，就像 100 以内只有两个完美数
（6 和 28），而“坏”是大量存在并且形式多样的。“好”永远是“过分（Excess）”与“缺
失（Defect）”的“平均（Media）”。 
举例来说，“谨小慎微（Timidity）”是一种勇气缺失的表现，而“胆大妄为（Audacity）”
又显过分鲁莽，二者平均后如果是“智勇双全（Fortitude）”就认为是一种完美。再比如，“愚
昧（Fatuity）”可以看作是文化与智慧的缺失，而“狡猾（Crafty）”又似乎是过分聪明，二
者平均成为做事“审慎（Prudence）”就是最完美的。② 
凡此可以看出，数学中因数与倍数的概念蕴含着丰富的人文因素。数学教学并不是期望
教师在课堂上讲解这样的内容。而是期望通过教师的引导，让学生经历此类问题的思考过程，
在这样的过程中经历、体验并生成出更多的与自身思维、情感和经验有关的内容。这就要求
教师具有这方面的素质和能力。 
五、联系性 
数学教学过程中不断探寻知识间的联系无疑是非常重要的。这种联系不仅包括数学课程
内部的联系，也包括与其他学科的联系，特别是应当重视数学与人文学科的联系。 
北宋文学家苏轼的《水龙吟·次韵章质夫杨花词》：“春色三分，二分尘土，一分流水。”
其实就是用数学中分数或比的语言描述景色。与之类似的还有明代诗人杜庠的《岳阳楼》：
“茫茫雪浪带烟芜，天与西湖作画图。楼外十分风景好，一分山色九分湖。”诗人把登岳阳
楼所见之景统括为“十分”，继而分说“一分”山色、“九分”湖光，这就把很难具体描述的
景物表现得极为真实而形象。把楼外的风景看作 10，那么山景占了其中的
10
1
，水景占了
10
9
，
也可以和“观察物体”中的远小近大建立联系。 
再比如，数学与艺术也有着密切的联系。公元前六世纪，古希腊毕达哥拉斯由对敲铁声
音的好奇，发现了音响的和谐与发声体体积的比例有关这一规律，进而发现了琴弦产生的声
音与琴弦长度的密切关系。如果是三根弦同时发音，只有当它们的长度比是 3：4：6时，发
出的声音才最和谐、最优美，于是 3、4、6被人们叫做“音乐数”。而且，只要按比例划分
                                                             
① L. E. Dickson . Perfect and Amicable Numbers［J］ . The Scientific Monthly，Vol. 12，No. 4 (Apr., 1921)，
pp. 349-354. 
② Thomas Taylor. Theoretical Arithmetic［M］. London: NO9, Man or Place, Walworth, By Valpy, Tooke’s Court, 
Chancery, Lane. P29. 
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一根振动着的弦，就可以产生悦耳的音程。如振动频率比 1：2产生八度，2：3产生纯五度，
3：4产生纯四度，4：5产生大三度，5：6形成小三度等等，被称为“五度相生律”。音符
振动频率是整数倍时构成的组合才和谐，因为当基础音振动时，与其频率成整数倍的其他音
总会出现在一个弱密集区。由此，毕达哥拉斯学派进一步发现谐声是由长度成整数比的同样
绷紧的弦发出的，按整数比增加弦的长度，能产生整个音阶。例如：从产生音符 C的弦开始，
C的
15
16
长度给出 B，C的
5
6
长度给出 A，C的
3
4
长度给出 G，C的
2
3
长度给出 F，C的
5
8
长度
给出 E，C 的
9
16
长度给出 D，C 的
1
2
给出低音 C。这里提到的字母 C、D、E、F、G、A、B 是
乐音体系中各音的名称，叫做音名。从以上比例表示的分数也可以看出，分数的大小随音高
的降低而呈递增的趋势，也就是音越低，弦长越长。因此，音乐之所以神圣而崇高，也在于
它能反映出作为宇宙本质的数的关系。 
数学中的黄金分割比例在乐曲中体现着重要的作用。在许多著名的音乐作品中，都可以
发现其高潮部分或者音程、节奏的转折点多出现在乐曲的黄金分割点附近，位于整首乐曲中
间偏后的位置，也就是说在整首乐曲的小节数乘以 0.618 的小节位置附近。如中国近代著名
作曲家、钢琴家冼星海所创作的交响乐代表作《黄河大合唱》的第二乐章钢琴协奏曲《黄河
颂》中，共有 72 小节， 5.44618.072 ≈× ，乐曲果真是从第 44 小节开始渐强过门在第 49
小节进入高潮乐句。 
事实上，从人类文化发展的进程中看，数学几乎与所有人类活动都有着密切的联系，因
此在教师教育的课程中应当充分反映这样的内容。 
六、历史性 
在倡导“自主学习”的今天，对教师的一个挑战是如何看待并应对学生不同于预设的生
成。以计算教学为例，教科书所呈现的过程并不能穷尽所有可能的方法，这就容易使得教师
容易误认为教科书中的方法是唯一正确的，或者是最好的，与之不同的方法都是错误的，或
者是不好的。因此教学中及易对学生富于创造性的自创算法采取抵触甚至否定的态度。 
从历史的视角看，计算的过程与方法是多种多样的。当今教科书中所谓的标准方法是人
们长期以来约定俗成，认为书写最简约、工整的方法，是无数种计算方法经过演变并筛选出
来的。从认知的角度看，这些方法并非是最自然的，书写的简约和工整隐藏了应当有的思考
过程。因此需要回眸历史审视计算方法，一方面可以感受到多样化的算法，另一方面可以让
隐藏在算法背后的想法显现出来，寻找到对学生的学习最自然的方法。 
在如今数学教科书中整数加法、减法和乘法的竖式计算中，通常都会提出两个要求，第
一是数位右侧（个位）对齐，第二是从低位算起。历史上的算法并非都是如此，比如对于
“135 12× ”就有如图 2 的竖式计算方法：① 
 
                                                             
① David Eugene Smith. History of mathematics. Volume 2. Copyright, 1925, by David Eugene Smith. P108. 
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图 2 历史上的计算 
这个计算过程是将上面的因数“135”看作“100＋30＋5”，第一步是计算出 100 个“12”
等于 1200，“0”省略不写，把“12”写在横线下第一行；第二步是计算 30 个“12”等于“360”，
用同样方法写在第二行；第三步算出 5 个“12”等于“60”写在第三行。最后计算出三个部
分积的和。这个过程是从高位到低位逐步计算的。而且每一步计算结果都另起一行，避免了
计算过程中的进位。 
类似于此还可以把下面的因数“12”看作“10＋2”，先计算 10 个“135”等于“1350”，
再计算 2 个“135”等于“270”，之后把这两个部分积相加得到 1620。 
 
图 3 历史上的算法 
由此看出，所谓“从低位算起”并不是唯一确定、不能违背的，从高位算起应当是更加
自然的思考方式，比如日常生活中的估算通常都是从高位算起的。
① 
除法是四则运算中难度最大的一种，历史上出现过许多现在看起来及其繁琐的计算方
法。与现在除法竖式比较接近的一种，是出现于公元 980 年的 Gerbert 方法。②以“900 8÷ ”
为例，现在教科书中针对于此题的竖式计算应当是如图 4 的写法： 
1 1 2
8 9 0 0
8
1 0
8
2 0
1 6
4
 
图 4 教科书算法 
Gerbert 方法与现在标准除法竖式不同的是将除数写为“10－2”，将商写在被除数右侧，
而且并不是取最大数作为试商，而是取便于计算的数。 
 
图 5 Gerbert 算法 
                                                             
① 郜舒竹. 国外估算案例析. 教学月刊. 2013（3） 
② Louis C. Karpinski. Two Twelfth Century Algorisms. Isis, Vol. 3, No. 3 (Summer, 1921), pp.396-413 
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上述过程的第一步选择商为 90，是为了与 10 相乘得到 900；第二步商 18 是为了与 10
相乘凑出 180，以下依次类推。这个求商的思考过程与现在教科书中的过程显然是不一样的。
Gerbert 方法经过演变，还出现过如图 6 的除法竖式： 
1 1 2
2
1 0
1 0 0
8 9 0 0
8 0 0
1 0 0
8 0
2 0
1 6
4
 
图 6 Gerbert 演变算法 
这个过程的特点是将图中标准算法中隐藏的位值（Place Value）原理显现出来了，表面
看书写的比较繁琐，但过程更加自然、直观并易于理解了。 
从历史发展的视角看，计算方式主要有心算、工具算和笔算。心算就是不利用纸笔和其
他工具进行计算，工具算指的是借助诸如算筹、算盘等工具进行计算，当然近现代的计算工
具还包括电子计算机（器）。笔算就是仅借助纸、笔进行计算，数学课程中的竖式其实就是
历史上传承下来笔算的一种形式，写出竖式进行计算的目的在于记录计算过程，减轻思维的
记忆负担。 
长期以来，人们对于计算追求的是“准确”与“快速”，因此在多种多样的笔算中就逐
步摒弃了冗长、繁琐的方式，遗留下书写形式最为简捷并且规范的形式，供后人学习。而对
于初学者，特别是低龄的儿童来说，这些简捷并且规范的竖式往往不是最容易理解的形式。
因此在数学课程与教学中适当地呈现一些表面看不简捷，但是更为自然的竖式作为过渡，对
于帮助学生理解计算过程中的原理或许会有所裨益。 
1947 年中华民国教育部审定，中华书局出版的《初级小学算术课本（六）》中对于所有
问题的计算都呈现出两种形式的竖式。 
 
图 7 民国时期教科书 
图 7 中右侧竖式不如左侧竖式书写简捷，但把“125 3× ”过程中的“5 3× ”、“20 3× ”
和“100 3× ”三个环节分别呈现出来了，对于学习者来说更加自然、更加直观、更容易理
解。将二者摆放在一起对比学习，显然有助于对左侧标准竖式的理解。 
数学知识与方法的在历史上的形态，往往是最符合人的认知规律的。因此作为教师应当
对如今数学课程内容的历史形态有所了解。 
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七、思想性 
在数学课程内容中挖掘知识创造者的想法，并将之融入到数学教学中，使得学生能够从
这样的思想中提升思维水平，是数学教育的重要任务。 
以鸡兔同笼问题为例，《孙子算经》中给出的半足术为：“上置头，下置足，半其足，以
头除足，以足除头即得。”明代程大位所著《算法统宗》中给出的倍头法为：“倍头，减足，
折半是兔”。《算法统宗》中对鸡兔同笼问题的另外一种可以叫做四头法的算法为：“四头，
减足，折半是鸡”
①
。按照这样的算法依次计算，可以顺利地得到问题的正确答案。 
以上算法的一个显著特征就是程序化，这种程序化实质上就是一种按部就班的操作模
式，主要表现为两个方面。第一是可操作性，第二是操作要有顺序，这种顺序通常是不能打
乱的。也就是要明确怎么做，以及先做什么后做什么。比如《算法统宗》中的四头法，第一
步要做的计算是“四头”，即用 4 去乘总头数 35，得到 140。第二步要做的计算是“减足”，
就是从第一步得到的结果 140 中减去总足数 94 得到 46，这一步是以前面“四头”的结果作
为基础的。鉴于算法程序化的特征，所以对算法的学习通常需要依赖模仿和练习。通过模仿
可以记忆操作以及操作的顺序，通过练习逐步熟练这样的操作。 
解决数学问题需要的另外一种方法是想出算法的方法，是一种思考方法，可以叫做解决
问题的“想法”。这样的想法具有复杂性、发散性和可误性，所谓复杂性指的是思考内容的
多元化，包含了问题的理解、算法的设计、算法的实施以及算法的比较与完善等诸多环节；
发散性的一个含义是思考过程不具有前面所说按部就班的程序化特征，另一个含义是思考的
结果可能是多样的。正是这种多样性使得思考结果具有可误性，也就是思考的结果可能是错
误的或不可行的。 
数学教学仅停留在程序化的算法方面显然是不够的，还应当让学习者经历算法产生与完
善的思考过程，这样的过程无疑对学习者积累基本活动经验，感悟基本思想会有所裨益。因
此解决问题的教学研究需要探讨想出算法的想法是什么？算法与想法是什么样的关系？ 
鸡兔同笼问题中鸡的特点是“一头二足”，兔的特点是“一头四足”，共同的特点是每只
动物（鸡或兔）的头数与足数都是不同的，而且每只鸡和每只兔的足数也不相同。 
而问题解决者的潜意识中往往认为如果二者是相同的，问题就可以解决了。这种客观的
“不同”与主观意愿中的“相同”，就形成了一种对立关系或矛盾关系，这种对立关系如果
不能实现统一，也就是不能在某种条件下互相转化，这样的矛盾关系就构成了问题的障碍。
解决问题的算法通常就来源于对这种对立关系实现统一的思考。鸡兔同笼问题诸多算法背后
的想法或许就是对如何能够创造条件，使得不同变为相同的思考。《孙子算经》中解决鸡兔
同笼问题所使用的半足术（94 ÷ 2＝47），其实就是将每只鸡的足数变成了 1，与头数相同了。 
《算法统宗》中的倍头法和四头法，从思想渊源上看，与《孙子算经》中的半足术是一
脉相承的。半足术是通过“半足”使得每只鸡的头数和足数都成为 1，而倍头法是通过“倍
头（35× 2＝70）”让每只鸡的头数和足数都成为 2。 
综上可以看出，《算法统宗》中倍头法和四头法这两种算法背后的想法与《孙子算经》
中的半足术是一样的，都是为了将头数与足数变成相同而产生的。由此可以总结出算法与相
应的想法之间的一种关系，就是同一个想法可以产生诸多不同的算法，也就是算法虽然不同，
但是想法可以相同。 
任何程序化的算法都是人创造出来的，任何创造算法的人都会有创造算法的想法，这样
的想法是具有育人功能的。数学教学及其质量的评价仅局限于“会算”与“算对”是不够的，
还应当让学习者经历算法背后想法的思考过程。这就要求教师的知识结构种具有这样的思想
性内容。 
八、教育性 
                                                             
① 郜舒竹. 鸡兔同笼解法源流. 教学月刊小学版（数学）. 2012.7/8. 
創価大教育研究　第24号：郜
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数学课程改革倡导把以教师“教”的活动为主的课堂教学，改变为以学生“学”的活动
为主的课堂教学。这就要求教师在备课中能够科学、合理地设计学习目标和学习任务，学生
据此能够有效地开展学习活动。
① 
不同的数学课程内容往往有不同的属性，从而其认知方式是有差异的。比如“平行四边
形的面积”
②
，这一知识点反映的是一个平行四边形面积的大小与这个平行四边形内部元素
（底边长度和高的长度）之间相互依赖与制约的关系，其本质属性是对客观规律的描述，此
类知识的特点是相对于学习者来说具有“确定性”，不依人的意志为转移。认识这种知识的
过程是“发现（Discover）”，也就是通过观察并比较诸多不同对象，从中发现共性，这样的
共性就成为了具有一定普遍意义的规律。 
数学课程中另外一类知识其本质属性是人的“发明（Invention）”，这一类知识通常是依
赖于人的主观“需求（Need）”而出现的。以分数为例，这种“需求”至少表现在三个方面。
从语言的视角看，当表达数量关系的时候，同一种数量关系通常会有两种说法，这两种说法
往往是“双向同义”的。如果说“甲的收入比乙的收入多 100 元”，就会有反过来并且意义
相同的说法，即“乙的收入比甲的收入少 100 元”。如果说“甲的收入是乙的 3 倍”，就需要
反过来并且意义相同的说法，如果没有分数，这样的说法就难以实现。有了分数，就可以说
“乙的收入是甲收入的三分之一”，从而实现了“双向同义”的语言描述。 
历史上人们对分数的“需求”还表现在“量（Magnitude）”的测量方面。在没有度量单
位的时候，人对量与量之间的比较通常都是“用小量大”，当出现“量不尽”的情况时，就
“用余量小”，如此反复，量尽为止。比如图 8 中两条线段分别表示量 A 和量 B，其中 A 是
较大的量： 
量 A：———————  
量 B：———  
图 8 量的比较 
如果需要了解并且表达两个量之间关系的时候，人们首先就会用较小的量 B 去与较大的
量 A 重叠测量，目的是为了知道几次量尽，从而就可以知道量 A 中包含了几个量 B。但是测
量过程中经常出现量不尽的情况，也就是有剩余的情况出现。 
量 A：

B B C
———————  
量 B：

C C C
———  
图 9 量的测量 
图 9 中用量 B 测量量 A 重叠 2 次后，出现了小于量 B 的剩余量 C，这时候人们通常会用
剩余的量 C 反过来去与量 B 重叠测量，如果仍然量不尽，就继续重复这一“用余量小”的
过程。图中用 C 量 B 的结果恰好三次量尽。这时候就需要用数来描述量 A 与量 B 之间的关
系，此时仅有整数就不够了，有了分数就可以说“A 是 B 的
12
3
（或者
7
3
）”；也可以说“B
是 A 的
3
7
”。用“比”的语言说就是 A 与 B 的比是 7：3，或者 B 与 A 的比是 3：7。 
数学家对分数的“需求”还表现为对除法运算“封闭”的愿望。在整数范围内，两个整
数相除，可能得不到整数的结果，这种情况就叫做“整数集合对除法运算不封闭”，也就是
整数集合内两个元素的运算结果跑到了整数集合的外面了。因此需要扩大整数集合的范围，
把分数合并到整数集合中来，由此形成了数学中的有理数集合，在这个集合中除法运算就能
                                                             
① 郜舒竹.“变教为学”从哪儿做起. 教学月刊小学版（数学）. 2013（9）. 
② 郜舒竹. 类比思考，探索规律. 教学月刊小学版（数学）. 2013（11）. 
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保证封闭了，即任何两个有理数相除的结果一定还是有理数。 
“发现”的知识与“发明”的知识属性不同，当然学习的方式也就有了差异。发现的过
程核心环节是“观察与比较”，发明的过程重在“需求与创造”。针对不同属性的知识，备课
中就要思考如何为学生设计学习任务和学习活动。 
对客观规律的认识至少应当包括两个方面。首先应当是定性的认识，比如对于“平行四
边形面积”来说，应当认识无论什么样的平行四边形，其面积的大小都受制于底边长度和高
的长度；在定性认识的基础上，就可以有定量的认识，即面积的大小等于底边长度与高的长
度的乘积。针对定性的认识，需要观察并且比较不同平行四边形，在不同中发现共性，也就
是所有平行四边形面积的大小都受制于底边长度和高的长度；而对于定量的认识，也就是平
行四边形的面积等于底边长度与高的长度的乘积，则需要观察平行四边形与面积相等的长方
形之间的关系而得到。如果把长方形视为特殊的平行四边形，那么就可以将定性的认识与定
量的认识合为一体，把学习目标确定为“发现平行四边形面积的大小与底边长度和高的长度
的关系”。 
对于“发明”的知识，认识的核心环节是感受需求，并且经历自主发明的过程。以分数
为例，分数的学习包括分数概念的形成与语言表述、分数之间的相等与不等关系、分数的运
算以及分数与除法和比的关系等内容，这些内容需要一个螺旋上升的学习过程。如果把分数
的本质属性定位于语言，那么其学习过程就应当遵循语言学习的规律。语言通常是按照“先
听说，后读写”的顺序进行学习的。通过“听说”可以感受到分数的存在以及分数概念的含
义，通过“读写”让学生经历“发明”的过程，感受数学中文字语言、图形语言以及符号语
言之间的相互关系。学习分数之初，首先应当让学生感受到对分数的“需求”，体现“让知
识因需要而产生”的教学原则。因此小学三年级“分数初步认识”的学习目标可以确定为如
下三条：感受分数在语言中的存在及其必要性；经历分数符号从“多样”到“统一”的发明
过程；了解分数的含义。 
数学教学改革期望的是学生“自由、自主、自信”地开展学习活动，为此就需要教师在
备课中准确把握知识的本质属性，合理设置学习目标。在此基础上，“把目标变成任务、把
知识变成问题、把方法变成活动”。在教学中真正做到“每位学生都有活动，每位学生都有
机会”。这就要求教师能够将数学知识与人的认知规律建立联系，与儿童的心理及其学习规
律建立联系，使得数学教学的过程成为儿童全面发展的过程。真正实现数学教学中的育人为
本。 
